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A simple but efficient approximation method for the integration of differential equations in
photokinetics is described. The method can be used in case of weakly and strongly absorbing
solutions as well. The rate laws can be calculated as precisely as wanted. The application of this
method is not limited to simple photoreactions. The procedure and the formalism are shown for

the reactions
hy

hy hy

A—B and A— B—C.

1. Problemstellung

Der Stoffumsatz bei einer einfachen, einheitlichen
Photoreaktion ist, wenn die Quantenausbeute nicht
von der Lichtintensitit abhingt, bei einfacher Geo-
metrie durch

f%{%‘”— —;1000¢, Iyt (1)

gegeben 1. Die Symbole bedeuten:

t, Bestrahlungszeit.

a;(i=1,2,...,n), Volumkonzentration des Stof-
fes A; in [mol/1], A, ist der
die Photoreaktion einleitende

Stoff.

a; zur Zeit t =0.

aj »

Vi, stochiometrischer ~ Koeffizient
des Stoffes A; .

&, natiirlicher ~Extinktionskoeffi-
zient von A;.

I, Intensitéit des erregenden Lich-
tes [Einstein-cm™2-sec™1].

E, natiirliche  Extinktion  der
Probe bei der Wellenldnge des
erregenden Lichtes.

@hs, wahre differentielle Quanten-

ausbeute.

Sonderdruckanforderungen an Prof. Dr. H. Mauser, Phy-
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Wegen der Funktion
F(E) =E/(1—¢F) 2)

unter dem Integral ist Gl. (1) im allgemeinen nicht
geschlossen l6sbar. Folgende Niherungen sind iib-
lich:
a. Fir 0<E gilt173

F(Ey=E(l+e Eqe e %y, ,,). (3)
Ist wihrend der ganzen Reaktion immer E>4,6
(,,vollstandige Absorption®), so kann die Reihe (3)
nach dem ersten Glied abgebrochen werden.

F(E)=E (4)

gibt dann den Verlauf von (2) mit einem Fehler
unter 1% wieder. Wird 0 <E < 4,6, so miissen wei-
tere Glieder in Gl. (3) beriicksichtigt werden. Wie
in ! gezeigt, sind aber die hoheren Niherungen
nicht attraktiv.

b. Fir 0<E <2 7 kann (2) durch

1. B
FB)=1+ 5 B+ o2 Ee Do gy Bopey

2! 6!

(5)
dargestellt werden! 34, Die B; sind die Bernoulli-
schen Zahlen. Bricht man (5) nach dem ersten
Glied ab (,,schwache Absorption“), so sind zwar die
Integrale (1) einfach zu l6sen, die Fehler werden
aber sehr gro (1% fiir 0<E<0,02, 5% fiir
0<E<0,1, 39% fir 0<E<0,69 (50-prozentige
Absorption) ). Die hoheren Niherungen konvergie-
ren schlecht. Erst durch einen 5-konstantigen Ansatz
kann F(E) bis E =4 mit einem maximalen Fehler
von 1% approximiert werden.
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Nach ! erhélt man eine bequeme und leistungs-
fahige Approximation fiir Gl. (2) durch lineare
Interpolation von F(E) zwischen zwei geeignet ge-
wihlten Stiitzpunkten. Die Darstellung in ! kann
aber wesentlich vereinfacht und auch verallgemeinert
werden. Im folgenden soll daher gezeigt werden, wie
man bei einfachen als auch bei komplizierten Photo-
reaktionen den Stoffumsatz mit beliebiger Genauig-
keit berechnen kann.

2. Der Stoffumsatz bei einfachen, einheitlichen
Photoreaktionen

Sind E, und Ey die Extinktionen bei zwei Zeit-
punkten £ <t/, so findet man als Naherung fiir
F(E) zur Zeit t (ty<t<ty) bei linearer Interpola-
tion:

F(Ey) —F(E

B —E, (E-E).

(6)
Diese Ndherung ist um so besser, je enger E, und Ey
beisammenliegen und je groBer diese Werte sind.
Bei E,, Ey>4,6 geht Gl. (6) in Gl. (4) iber. Fur
den Zusammenhang zwischen den Konzentrationen
a; und den Extinktionen E gilt bei einheitlichen
Photoreaktionen !
E—Ew= 2 (ai—ai0).

Der Index o bezeichnet die jeweiligen Endwerte
bei t— . g ist durch

i=n
‘1=lz?’i5i
i=1

gegeben, wobei [ die Schichtdicke der Kiivette ist.
Damit folgt aus (6) :

F(E) =0+ 01a; (1 <t < ty) (7)
mit
_ay F(E\) —ay F(Ey)
B aj’ — aj
0y = F(Ey) —F(E) . (8)
aj’ — a;

Wahlt man als erste Ndherung:
1=0, E\=E,, ay=ay

und ly=—00, El'=Eoo’ ajl' = Qjso 5

so folgt fiir Stoffe, die bei der Reaktion vollstindig
verbraucht werden (a;..=0):

F(E) =F(Es) +[F(E) —F(E2)] = (9)

11}
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und fiir Stoffe, die zu Beginn der Reaktion noch
nicht vorliegen (a;=0) :

F(E)=F(E,) + [F(E.) —F(E,)] ,:J, )

10

(10)

3. Anwendungsbeispiel

Bei der Photoreaktion
v
A—B (+0)
sei die Quantenausbeute @* konstant. Dann lautet
(1) mita;=a;=a, a,, =0:

a

f F(E) % =—1000es Iy @A (t—8) = — (x—7).
(11)
Mit Gl. (7) folgt damit
oln ai +oa—a)=— (r—7), (12)
/|

und fiir den Sonderfall @ = a; findet man mit Riick-
sicht auf GI. (8)

ol %‘; +F(Ey) —F(E) = (ry—7). (13)

Mit den Beziehungen (12) bzw. (13) kann die
Reaktionszeit als Funktion der Konzentration a
schrittweise mit beliebiger Genauigkeit berechnet
werden. Als erste Ndherung erhidlt man mit (9)

und (11)

=T

F(E,)In 2oy [F(E,) —F(E)] a—4
a0 a()

(14)
Tab. I. Vergleich der nach den verschiedenen Naherungen

berechneten Werte von a=a(7) mit Fehlern in Prozenten.
Stiitzpunkte sind: 1: E=5, 0; 2: E=5, 2,5, 0; 3: E=5,

4,5, 4, 3,5, ..., 0,5, 0; 4: exakte Losung nach Gl. (15).

a T

1,0 1 % 2 % 3 % 4
0,9 0,5088 0,85 0,5056 0,24 0,5045 0,01 0,5044
0,8 1,0299 1,77 1,0163 045 1,0119 0,01 1,0117
0,7 1,5669 2,74 1,5336 0,63 1,5242 0,02 1,5239
0,6 2,1244 3,77 2,0594 0,75 2,0448 0,02 2,0443
0,5 2,7101 4,84 2,5968 0,69 2,5797 0,03 2,5789
0,4 3,3366 5,93 3,1646 0,82 3,1399 0,04 3,1387
0,3 4,0277 17,00 3,7970 1,35 3,7477 0,05 3,7457
0,2 4,8366 7,95 4,5472 2,09 4,4551 0,07 4,4519
0,1 5,9331 8,55 5,5851 2,85 54314 0,10 5,4260
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Tab. I gibt einen Eindruck von der Qualitat der
Approximation. Fiir verschiedene Néherungen
wurde 7 als Funktion von a=a/a, berechnet. Es
wurde der besonders ungiinstige Bereich E;=5,
E.=0 gewahlt. In diesem Fall absorbieren die
Endprodukte nicht und Gl. (11) ist geschlossen 16s-
bar. Man findet !

(15)

4. Aktinometrie

Erfiillt eine Photoreaktion die in Abschnitt 3 ge-
machten Voraussetzungen, so kann sie, sofern die
Quantenausbeute bekannt ist, zur aktinometrischen
Bestimmung von I, verwendet werden. Hat man auf-
einanderfolgende Werte von E und @ gemessen, so
kann man nach Gl. (13) 7, unmittelbar berechnen.
Bequemer ist es jedoch, bei einer geeigneten Mef-
wellenldnge E;, a; und ay spektroskopisch zu ermit-
teln. Dann gilt mit

a=(E;—E)/q: :
Iy= — . s
L 1000 &5 @A (2 — t))
{(E;I’ —Eix)F(E) — (En —Ezm)E(ﬁl)ﬁ In
Ey—En

Ew—-Eix
Ey—E;n

+F(E) —F(Ey)} . (16)

Sinngemdfl kann (16) auf das in ® beschriebene
Azobenzol-Aktinometer angewandt werden. Der
Konzentrationsbereich kann dabei vergrofert, die
Rechnung vereinfacht werden.

5. Komplizierte nicht einheitliche
Photoreaktionen

In ¢ wurde gezeigt, wie die Zeitgesetze fir die
Photofolgereaktion

Iy hv

A—B—C (17)

im Falle vollstandiger Absorption integriert wer-
den konnen. Mit der hier gegebenen Naherung kon-
nen die Zeitgesetze von vielen komplizierten Photo-
reaktionen bei beliebiger Grofle der Extinktionen
geschlossen integriert werden. Die allgemeinen Be-
ziehungen werden fiir zwei linear unabhéngige
Photoreaktionen angegeben, die Erweiterung auf
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mehrere linear unabhingige Teilreaktionen ist ohne
Schwierigkeiten moglich.

Bei zwei linear unabhingigen Reaktionen gilt fiir
den Zusammenhang zwischen der Extinktion £ und
den Reaktionslaufzahlen z; und x5 1:

E=Ey+q 2+ ¢22;
k=1
mit qx = kaiei (k=1, 2)
i=1
Die v;; sind die stochiometrischen Koeffizienten des
i-ten Stoffes in der k-ten Teilreaktion. Damit folgt
aus (6) anstelle von Gl. (7)

F(E) =01+ 01(q1 21 + g2 75) (18)

mit
- (g1 21+ g220) F (E) + (q120+ q222) F (Ey)
(g1 211 + g2 w21) — (g1 211 + g2%21)
F(Ey) —F(E)
o) = .
(g1 2 + g2 22r) — (g1 201+ g2221)
Als erste Naherung (4, =0, ty — o) erhélt man mit

(19)

21=0, 2 =21; 291 =0, 2o =Tss:

F(Ex) — (F(E,)
g1 Z100 + G2 Tono

F(E) =F(E,) + (g121+ q222).
(20)
Fiir die Reaktion (17) gilt nach ! mit a = ay —2y:

Ty &

f F(E)dz, =f

ay—
zn s

F(E)dé&

=1000 @t e I, (¢ —1t
1-¢, o1 ealy(t—1)

=T—T.

Damit ist & =x/ay, & =3/ay, @i wird als kon-
stant angenommen. Mit (18) folgt damit

E

&1 &1 3
J S TR
Q1 1_51 1 Oql“ 1_51 0014z 1_51

s fu su
=T—T.

Der Zusammenhang zwischen & =c/ay=y und
& =1—a=1—ala, ist nach ! durch
(1 =8~ (1 - &)

%—1

S=&+ » (2#1) (21)
mit %= (e p2)/(ex 1) gegeben. Mit (18) folgt
damit

1-§
— [o1+ap1(q1 +g2) ]In—

1-&y

*_‘i‘L‘ﬁ,qf{ [(1=&)*— (1—=¢&)] (22)

#2(x—1)

—ay 0] (IQ1+92 y_1> (¢1-&n) =1—7.
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Als erste Naherung findet man nach (20) mit a=
1- El:

%92 (1—a¥)

1
[Q+a00(g1+42)] ln;'*‘ #(x—1)

_aoo(q,_q2 xfl) (1—a)=7. (23)

Die Naherung (23) ist bei unvollstandiger Absorp-
tion nur dann sinnvoll, wenn E keinen Extremwert
durchlauft. Fiir einen solchen gilt:

*,dE‘_ dz, -0
&z =q1+¢q2 By U0

oder mit (21)
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